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Question : | 1 | 2 3 4 5 6 | 7 8 9 | 10 | 11 | Total
Bareme indicatif: | 1 | 2 | 15|35 [15 ] 3 | 2 |35 ] 1 |25]25 24
Points éleve :

NOM prénom : Gpe de TD :

Vous rendrez les 5 pages de ce sujet - copie a la fin, toujours agrafées. Prenez le temps d’utiliser un
brouillon et rédigez succinctement pour expliquer vos démarches et calculs. Les commentaires
succincts attendus doivent étre géométriques ou physiques, non purement mathématiques.

Formulaire

3

Taux d’évolution d’un volume infinitésimal en description eulerienne : ( dtx) = (divv) d®z (1)
10 1 0wy ov,

Di d < lindri divy = ——(ro, —— 2
ivergence en coordonnées cylindriques : divv . 87’(m ) T + 5% (2)

. , (. = Ou; _
Gradient en coordonnées cartésiennes : Vu = x. ®e; (3)

J

Exercice : Etude cinématique de la compression d’un lopin cylindrique

On s’intéresse a la mise en forme d’un lopin d’un matériau solide de forme cylindrique par
compression. Comme représenté sur le schéma de principe de la page 2, on utilise un repere Oxyz avec
Oz vertical, muni de coordonnées cylindriques notées (R,0,Z) pour un point matériel dans la configuration
initiale, (r,0,z) pour un point matériel dans la configuration actuelle. Comme le mouvement se fait, sans
rotation globale, dans des plans méridiens, 8 = O, les bases locales des coordonnées cylindriques sont les
mémes dans les deux configurations, {€r,€0,67} = {€,,€p,€.}. Le lopin occupe & l'instant ¢ = 0 le domaine

Dy = {X=Re,+Ze, avec Re[0,A[,0©¢€02r],Z€]0,H[}.

Sa base inférieure reste en contact avec un plan fixe indéformable défini par z = 0. Le lopin est comprimé
par une presse indéformable en contact avec sa base supérieure qui descend & la vitesse v uniforme. Le
plan inférieur de cette presse est donc défini par z = h(t) = H — vt .

Ces deux plans sont lubrifiés ce qui permet au lopin de glisser sur eux. En conséquence le lopin reste de
forme cylindrique, et occupe a l'instant ¢ € [0,¢1], avec t; < H/v, le domaine

Dy = {x=re +ze, avec rel0a(t)],0ec02n],z¢e]0ht)}.
On admet que le lopin se déforme de facon plastique donc isovolume ou incompressible.

1 En écrivant la conservation du volume global, déterminez le rayon du lopin & 'instant ¢, a(t). Commentez

succinctement.
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plan fixe inférieur

2 En description eulerienne, on admet que le champ de wvitesse du lopin est de la forme

avec v = a(t) et f = B(t) fonctions du temps seulement. En identifiant la vitesse du point extréme P situé

v(Xt) = are, + pze,

At=0en X = Ae, + He, et a t € [0,t1] en X = a(t)e, + h(t)e,, calculez a(t) et B(t).

3 Vérifiez le caractére isovolume du mouvement localement autour de tout point matériel.
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4 Par symétrie de révolution, comme le champ de vitesse n’a pas de composante azimutale, on se restreint
dorénavant a une étude dans le plan £Oz en coordonnées cartésiennes. Le champ de vitesse est donc

v = V(Xt) = alt)re, + B(t)z e,

avec {€,,€,} les deux vecteurs de la base canonique du plan. Afin de passer en description lagrangienne,
calculez les trajectoires X(t) = x(t)e, + z(t)e, solutions de I’équation différentielle

dx(t) = V(X(t),t) dt (4)

munie de la condition initiale
x(0) = X = Xe, + Z¢e, . (5)

Vérifiez la cohérence du résultat en considérant le cas d’un point particulier.

5 Montrez que, en dehors de la trajectoire centrale correspondant a un segment de l'axe Oz, toutes les
autres trajectoires dans le plan xOz sont décrites par une relation de la forme z = C' f(z).
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6 Dorénavant on suppose que le rayon et la hauteur initiale du lopin sont égaux, A = H. Complétez la
figure en coupe dans le plan xOz, ci-dessous, qui représente par sa frontiere la configuration initiale avec
une échelle telle que H correspond a une longueur 1, en y rajoutant la configuration a un instant t; tel que
h(t1) = H/4. Vous représenterez cette configuration finale par la coupe de sa frontiere dans le plan xOz,
et par les positions finales des points P, T, S. Vous représenterez aussi les trajectoires de ces points, enfin,
leurs vecteurs déplacements.
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7 Calculez le champ de déplacement u = u(X,t) pour t quelconque dans [0,t1].

8 On considere que 'on est en petits déplacements tant que max |u,| < H/100 et max |u,| < H/100. En
étudiant ces deux criteéres, dans cet ordre, déterminez analytiquement la borne supérieure de I'intervalle
de temps [0,t,] pendant lequel cette hypothese est vérifiée. Commentez succinctement.
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9 Dorénavant on se place dans cet intervalle de temps : t € [0,t,].

Etablissez expression de T & 'ordre 1 en vt/H.

10 Etablissez I’expression intrinseque de V. Est-on alors en petite ou grande transformation?

11 Etablissez les expressions intrinseques des parties symétrique € et antisymétrique Q de Vu.
Commentez succinctement.




