
Mines Nancy - 1ère année - Test 0 de MMCSF du 9 novembre 2018 - Durée 50 minutes
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Question : 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Total

Barème indicatif : 1 2 1,5 3,5 1,5 3 2 3,5 1 2,5 2,5 24

Points élève :

NOM prénom : PLAUT E. - Correcteur - Corrigé confidentiel ! Gpe de TD :

Vous rendrez les 5 pages de ce sujet - copie à la fin, toujours agrafées. Prenez le temps d’utiliser un

brouillon et rédigez succinctement pour expliquer vos démarches et calculs. Les commentaires

succincts attendus doivent être géométriques ou physiques, non purement mathématiques.

Formulaire

Taux d’évolution d’un volume infinitésimal en description eulerienne :
d(d3x)

dt
= (divv) d3x (1)

Divergence en coordonnées cylindriques : divv =
1

r

∂

∂r
(rvr) +

1

r

∂vθ
∂θ

+
∂vz
∂z

(2)

Gradient en coordonnées cartésiennes : ∇u =
∂ui
∂Xj

ei ⊗ ej (3)

Exercice : Étude cinématique de la compression d’un lopin cylindrique

On s’intéresse à la mise en forme d’un lopin d’un matériau solide de forme cylindrique par

compression. Comme représenté sur le schéma de principe de la page 2, on utilise un repère Oxyz avec

Oz vertical, muni de coordonnées cylindriques notées (R,Θ,Z) pour un point matériel dans la configuration

initiale, (r,θ,z) pour un point matériel dans la configuration actuelle. Comme le mouvement se fait, sans

rotation globale, dans des plans méridiens, θ = Θ, les bases locales des coordonnées cylindriques sont les

mêmes dans les deux configurations, {eR,eΘ,eZ} = {er,eθ,ez}. Le lopin occupe à l’instant t = 0 le domaine

D0 = { X = Rer + Zez avec R ∈ [0,A[ , Θ ∈ [0,2π[ , Z ∈ ]0,H[ } .

Sa base inférieure reste en contact avec un plan fixe indéformable défini par z = 0. Le lopin est comprimé

par une presse indéformable en contact avec sa base supérieure qui descend à la vitesse v uniforme. Le

plan inférieur de cette presse est donc défini par z = h(t) = H − vt .
Ces deux plans sont lubrifiés ce qui permet au lopin de glisser sur eux. En conséquence le lopin reste de

forme cylindrique, et occupe à l’instant t ∈ [0,t1], avec t1 < H/v, le domaine

Dt = { x = rer + zez avec r ∈ [0,a(t)[ , θ ∈ [0,2π[ , z ∈ ]0,h(t)[ } .

On admet que le lopin se déforme de façon plastique donc isovolume ou incompressible.

1 En écrivant la conservation du volume global, déterminez le rayon du lopin à l’instant t, a(t). Commentez

succinctement.

Volume(D0) = πA2H = Volume(Dt) = πa2h

=⇒ a = A
√
H/h = A

√
H/(H − vt) = A (1− vt/H)−1/2

Comme l’épaisseur h du lopin ↓, son rayon a ↑ pour conserver le volume.

1



NOM prénom : PLAUT E. - Correcteur - Corrigé confidentiel ! Gpe de TD :

Schéma de principe d’une configuration du système étudié - coupe dans le plan xOz

plan fixe inférieur

presse mobile

O

x

z

P

lopin

a(t)

h(t)

FF

2 En description eulerienne, on admet que le champ de vitesse du lopin est de la forme

v = v(x,t) = αr er + βz ez

avec α = α(t) et β = β(t) fonctions du temps seulement. En identifiant la vitesse du point extrême P situé

à t = 0 en X = Aex +Hez et à t ∈ [0,t1] en x = a(t)ex + h(t)ez, calculez α(t) et β(t).

La vitesse du point P est déterminée par

v(P) =
dx

dt
=

da

dt
ex +

dh

dt
ez =

1

2
A
v

H
(1− vt/H)−3/2 ex − v ez .

Par identification il vient, puisque Θ = θ = 0 donc eR = er = ex,

vx = vr = αa =
1

2

v

H
(1− vt/H)−1a et vz = βh = −v

d’où

α =
1

2

v

H
(1− vt/H)−1 =

1

2

v

h
et β = −v

h
.

3 Vérifiez le caractère isovolume du mouvement localement autour de tout point matériel.

Le mouvement est isovolume, i.e. à masse volumique ρ constante, si et seulement si, d’après l’équa-

tion (1),

divv = 0 .

On le vérifie à partir de l’équation (2) :

divv =
1

r

∂

∂r
(rvr) +

∂vz
∂z

=
1

r

∂

∂r
(αr2) +

∂(βz)

∂z
= 2α+ β = 0 CQFD.
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4 Par symétrie de révolution, comme le champ de vitesse n’a pas de composante azimutale, on se restreint

dorénavant à une étude dans le plan xOz en coordonnées cartésiennes. Le champ de vitesse est donc

v = v(x,t) = α(t)x ex + β(t)z ez

avec {ex,ez} les deux vecteurs de la base canonique du plan. Afin de passer en description lagrangienne,

calculez les trajectoires x(t) = x(t)ex + z(t)ez solutions de l’équation différentielle

dx(t) = v(x(t),t) dt (4)

munie de la condition initiale

x(0) = X = Xex + Zez . (5)

Vérifiez la cohérence du résultat en considérant le cas d’un point particulier.

L’équation différentielle (4) s’écrit en composantes{
dx = α(t)xdt ⇐⇒ d lnx = (v/(2H))(1− vt/H)−1 dt = −(1/2)d ln(1− vt/H)

dz = β(t)zdt ⇐⇒ d ln z = −(v/H)(1− vt/H)−1 dt = d ln(1− vt/H)

En intégrant par rapport au temps, on obtient, compte tenu des conditions initiales (5),{
lnx = −(1/2) ln(1− vt/H) + constante =⇒ x = X (1− vt/H)−1/2 = X

√
H/h(t)

ln z = ln(1− vt/H) + constante ′ =⇒ z = Z (1− vt/H) = Z h(t)/H

Dans le cas du point extrême P, avec X = R = A et Z = H, on retrouve bien dans la configuration

actuelle les nouvelles coordonnées x = r = a(t) et z = h(t) déterminées page 1.

5 Montrez que, en dehors de la trajectoire centrale correspondant à un segment de l’axe Oz, toutes les

autres trajectoires dans le plan xOz sont décrites par une relation de la forme z = C f(x).

D’après les résultats de la question 4,

x2z = X2Z (H/h) (h/H) = X2Z .

L’équation paramétrée demandée est donc

z = ZX2/x2 .
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6 Dorénavant on suppose que le rayon et la hauteur initiale du lopin sont égaux, A = H. Complétez la

figure en coupe dans le plan xOz, ci-dessous, qui représente par sa frontière la configuration initiale avec

une échelle telle que H correspond à une longueur 1, en y rajoutant la configuration à un instant t1 tel que

h(t1) = H/4. Vous représenterez cette configuration finale par la coupe de sa frontière dans le plan xOz,

et par les positions finales des points P, T, S. Vous représenterez aussi les trajectoires de ces points, enfin,

leurs vecteurs déplacements.

O x

z

1 2-1-2

1 PTS

7 Calculez le champ de déplacement u = u(X,t) pour t quelconque dans [0,t1].

Le déplacement est défini par u = x(t)−X avec x(t) la solution du problème différentiel résolu en

question 4. Avec les notations de la question 4,

u = (x−X)ex + (z − Z)ez = X
(
(1− vt/H)−1/2 − 1

)
ex − (Zvt/H)ez .

8 On considère que l’on est en petits déplacements tant que max |uz| ≤ H/100 et max |ux| ≤ H/100. En

étudiant ces deux critères, dans cet ordre, déterminez analytiquement la borne supérieure de l’intervalle

de temps [0,tp] pendant lequel cette hypothèse est vérifiée. Commentez succinctement.

Comme |uz| ∝ Z et |ux| ∝ X, les maxima sont atteints pour Z et X maximaux i.e. au point A,

Z = H et X = A = H. Ils valent

max |uz| = vt et max |ux| = H
(
(1− vt/H)−1/2 − 1

)
.

Ainsi max |uz| ≤ H/100 ⇐⇒ vt/H ≤ 1/100 .

Posons ξ = vt/H. Comme la fonction ξ 7−→M(ξ) = H
(
(1− ξ)−1/2 − 1

)
est de dérivée ξ 7−→M ′(ξ) = (H/2)(1− ξ)−3/2 positive sur [0,1[, elle est croissante sur [0,1[.

Donc si ξ ≤ 1/100 d’après le 1er critère, il vient

max |ux| = M(vt/H) ≤ M(1/100) = 0,0051H < H/100 ,

i.e. le 1er critère implique le 2d . Au final

tp = H/(100v) .

• Plus le lopin est grand, H ↑, plus longtemps on reste en petits déplacements, tp ↑, car on

compare à une échelle de longueur plus grande.

• Plus la vitesse de descente de la presse est élevée, v ↑, moins longtemps on reste en petits

déplacements, tp ↓, car on a une échelle de temps plus petite.
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9 Dorénavant on se place dans cet intervalle de temps : t ∈ [0,tp].

Établissez l’expression de u à l’ordre 1 en vt/H.

Par développement limité de l’expression de u établie à la question 7, il vient à l’ordre demandé

u = X
(
1 + vt/(2H)− 1

)
ex − (Zvt/H)ez =

(
Xvt/(2H)

)
ex − (Zvt/H)ez .

10 Établissez l’expression intrinsèque de ∇u. Est-on alors en petite ou grande transformation ?

D’après l’équation (3),

∇u =
∂ux
∂X

ex ⊗ ex +
∂uz
∂Z

ez ⊗ ez =
vt

2H
ex ⊗ ex −

vt

H
ez ⊗ ez .

Dans l’intervalle de temps dans lequel on est en petits déplacements, on a vu en question 8 que

vt

H
≤ 1

100
,

donc en norme infinie des matrices ∣∣∣∣∣∣∇u
∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

100
,

on est aussi en petite transformation.

11 Établissez les expressions intrinsèques des parties symétrique ε et antisymétrique Ω de ∇u.

Commentez succinctement.
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